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Comportamento das Linhas Assintéticas Proximas a Uma Curva de Pontos de
Inflexdo Sobre Superficies em IR*

Introducéo

Consideremos a imersdo de uma superficie em IR*e fagamos sua composicdo com a aplicacéo (inversa da) projecéo
estereogréafica de IR%em S®e depois a inclusdo em IR*. Em (LITTLE, . A), Little mostrou que, com esta construcéo, as
linhas de curvatura principal da imersdo em IR®séo levadas nas linhas assintéticas da imersdo em IR*, bem como os

pontos umbilicos da imersdo em IR® sdo levados nos pontos de inflexdo da imersdo em IR*.No artigo (GARCIA, R;
SOTOMAYOR, J.) Garcia e Sotomayor apresentam a carta

a(U,v) = c(u) + V(N AT)(U) + B k(U2 +%a(u)v3 +ib(u)v4 +--}N ()

onde c:[0,1]— S é uma parametrizagdo regular pelo comprimento de arco de uma curva de pontos umbilicos, tal que
{T,N AT,N} é uma base ortonormal positiva de IR®, k é a curvatura normal de S nas direcdes T e N AT. Neste

artigo, eles provaram que esta parametrizacdo define uma carta local C”em uma pequena vizinhanga tubular de c.
Também determinam os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais na carta «. Além disso, estudam as
configuragdes principais proximas a curva de pontos umbilicos.

Denotando por a =g@oa a projecio estereografica de M2em S°e por a=ioa a imersio de MZem IR*, de
acordo com o visto acima, a linha de pontos umbilicos de « é aplicada, via (inversa da) projecéo estereogréafica, em
uma linha de pontos de inflexdo de a e as linhas de curvatura principal de «, nas linhas assintéticas de a. O objetivo
deste trabalho é estudar o comportamento dessas linhas assintéticas nas proximidades dessa curva de pontos de inflexao.

Material e métodos
Pesquisa bibliografica de natureza qualitativa.

Resultados e discussao

Seja @:M? —S3uma imersido de uma superficie regular orientada em S°. Consideremos a inclusio natural
i:5% > IR* e a composicdo « =io«a ainda denotada por «. Assumamos que (u, V) seja uma carta positiva de M e
que {a,,c,,N;,N,} seja um referencial positivo de IR*, sendo {N;,N,} um referencial ortonormal de campos de
vetores para ¢, onde N;(p) eTpS3 e N,(p)éanormal interior a S3, paratodo p e M. Assim, N, =-a.

Em tal carta (u, v) temos que e, =E,f,=F e g,=G,onde E, F e G séo os coeficientes da primeira forma

fundamental de «. Segue que II, = 1. Entdo,

Isto implica que a elipse de curvatura se degenera em um segmento de reta sobre N, =1, para todo pe M. Estes
pontos sdo denominados semiumbilicos. Estes resultados foram obtidos em (ROMERO-FUSTER, M.C.; SANCHEZ-BRINGAS, F.).
Como exemplo, consideremos a aplicacdo (inversa da) projecdo estereografica ¢: IR® — S*, dada por
Hx YD) = = (x y,2,w),
onde
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W=%(X2 +y?+2%2-1).

Seja a:M? — IR® uma imersdo de uma superficie regular e orientada M? em IR®. Denotemos por o =goa a

projecdo estereografica de M? em S* e por 5=¢oa a imersio de M? em IR*. Portanto, o apresenta a seguinte

escrita

— 1
a(u,v) = T (@ V). 2] (2a(u,v),{a(u,V), a(u,v)) -1).

Os coeficientes da primeira forma fundamental de a sdo dados em fungdo dos coeficientes da primeira forma
fundamental de & por E(u,v) =(1+w)2E(u,v), F(u,v) = 1+W)2F(u,v) e G(u,v) = (1+w)2G(u, V).

Calculando os coeficientes da segunda forma fundamental, obtemos (;l(u, V) = @+ W) 2[[L+ w)e(u, V) + E(u, v)t(u, v)],
?1(u,v) = (L+ W) 2[(L+w) f (U, V) + F (U, v)t(u,v)], g_l(u,v) = (L+ W) °[(L+w)g(u, V) + G(u, v)t(u, V)],
e, (U, V) =A+W) 2EWU,V) =EU,v), fuv)=>0+W)2FU,v)=F(U,v) e g,(u,v)=0+w) 2G(u,v)=GU,vV).

Podemos agora calcular o vetor curvatura média H, o qual tem suas componentes dadas por
H_l(u,v):(1+W)H(u,v)+t(u,v) e H_z(u,v):LV(u,v). Como ﬁ:H_lNl+H_2N2, vem que ﬁ:H_1N1+N2 ea
elipse de curvatura &-(p) esta degenerada por um segmento de reta sobre a reta suporte N, =1 paratodo peM. E

ainda, como ﬁ(p) #0,Vp e M, as possiveis ﬁ—singularidades s0 poderdo ocorrer em pontos de inflexdo, onde a

elipse de curvatura se torna um segmento de reta radial (um ponto, neste caso).
Para simplificar os calculos, tomamos uma carta (u, v) na qual a primeira forma fundamental de « esta diagonalizada,

com E=G=1 e F=0. Nesta carta, os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de a S0
E(UV) =GUV) =&(uV) = go(uv) =@+ W) ?,  FUV)=f,uv)=0, e (u,v)=(L+w) 2[L+we(u,v) +t(u, V)]
f_l(u,v):(1+w)‘1f(u,v) e g_l(u,v):(1+W)‘2[(1+W)g(u,v)+t(u,v)], onde os simbolos sem barra se referem a
imersdo «. Calculando o vetor curvatura normal de « , temos
Ky = E(f9, - f,01) - f(&9, —62291)+G(91f2 —&f) —0,VpeM,

2(EG-F°)
como era esperado, uma vez que ela estd associada a area da elipse de curvatura, que neste caso é nula em todos 0s
pontos. A resultante A é dada por

2
AQu,v) =—(L+ W)“{(f V)2 + (wj ]

2

Deste modo, a resultante A anula-se nos pontos (u, v) onde f(u,v)=0 e e(u,v)—g(u,v) =0, isto é nos pontos
umbilicos de «. Provamos, assim, o seguinte teorema.

Teorema 1. Com as construgdes acima, um ponto (u, v) é uma ﬁ—singularidade de a se, e somente se, for um ponto
umbilico de a.
No artigo (GARCIA, R; SOTOMAYOR, J.), Garcia e Sotomayor provaram a seguinte proposicdo: Seja c¢:[0,I]— M uma

parametrizacdo pelo comprimento de arco de uma curva regular de pontos umbilicos, tal que {T,N AT,N} é um

referencial positivo de IR3. Ent&o a expressdo
a(u,v) =c(u) + V(N AT)(u) +B k(u)v? +%a(u)v3 +ib(u)v4 +~}N(u),
onde k(u)=K,(c(u), T)=Kk,(c(u),NAT) € a curvatura normal de M nas direcdes T e N AT, kg€ a curvatura

geodésica e 7, é a torcdo geodésica da curva c, define uma carta local C* em uma pequena vizinhanca tubular de c.

g
Além disso, 74(u)=0. Tendo determinado os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais na carta «, as

curvaturas média e Gaussiana e a equacdo diferencial das linhas de curvatura, provaram a seguinte proposicao: Suponha
que VH (u,0) = (k',a(u)/2) ndo seja zero e um um ponto Uu,. Entdo as folheagdes principais proximas ao ponto c(u,)
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da curva sdo como a seguir:
i) Se k'(uy) =0, entdo ambas as folheagbes principais sdo transversais a curva de pontos umbilicos. Veja Figura 1

esquerda.
ii) Se k'(up)=0, k'"(uy)=0 e a(uy)=0, entdo uma folheacdo principal tem contato quadratico com a curva ¢ no

ponto c(ugy). Veja Figura 1, centro e direita.

Em (meLLo, LF), Mello mostrou que as linhas de curvatura principal de « sdo aplicadas, via (inversa da) projecdo
estereogréfica, nas linhas assintéticas de a, as quais neste caso sdo ortogonais e que os pontos umbilicos
(singularidades das linhas de curvatura principais de «) sdo levados nos pontos de inflexdo (singularidades das linhas
assintéticas de ).

Em (ROMERO-FUSTER, M.C.; SANCHEZ-BRINGAS, F.), Romero-Fuster e Sanchez-Bringas salientaram que a projecao
estereogréafica proporciona uma ponte entre o estudo das propriedades das linhas assintéticas e os pontos de inflexdo de

superficies em IR* e as linhas de curvatura principal e pontos umbilicos das superficies em IR, pois quaisquer
resultados dos primeiros representam uma generalizacdo de problemas similares aos Ultimos.

Assim, o comportamento das linhas de curvatura principal proximas a curva de pontos umbilicos da carta
« apresentada por Garcia e Sotomayor em (GARCIA, R.; SOTOMAYOR, J.) € analogo ao comportamento das linhas assintoticas

préximas a curva de pontos de inflexdo de «, obtida pela aplicacdo da (inversa da) projecdo estereografica de o em
$3 < IR*. Veja Figura 1.

Consideracdes finais

O exemplo trata de imersdes de superficies em IR* com Ky =0, ou seja, com a elipse de curvatura degenerada em

um segmento de reta. Neste exemplo, foi feita uma reducdo da codimensdo da imersdo, visto que a imagem da superficie
pela imersdo estd contida em uma hiperesfera. Uma pergunta natural a ser feita € a seguinte: K, =0 é suficiente para a

garantia da reducéo da codimensdo da imersdo? A resposta é ndo. Uma direcdo de pesquisa para estudo futuro refere-se
a obtencdo de um exemplo de uma imerséo ndo hiperesférica « de uma superficie regular e orientada em IR*, com

linhas assintéticas ortogonais globalmente definidas, tendo um ponto de inflexdo isolado. Todos os exemplos que
aparecem na literatura s@o de imersdes hiperesféricas.
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Figura 1. Linhas de curvatura principal proximas a uma curva de pontos umbilicos: caso transversal, esquerda, e caso
tangencial, centro e direita.



