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Centros sobre uma variedade central local no Sistema de LU

Introducéo

M . ~ M .« u ~ " 3 . . .
Considere o sistema de equag@es diferenciais ndo-lineares em IR”, conhecido como sistema de L,

x=a(y-x)
y=cy-xz, (1)
7=-bz+xy

em que (X, Y, Z)e IR® sdo as varidveis de estado e (a,b,c)e IR® sdo parametros reais. Neste trabalho foram
discutidos resultados sobre a existéncia de centros para o fluxo do sistema (1) restrito a uma variedade central local de

certos equilibrios isolados. Nossos estudos foram baseados em [1] e [2]

Material e métodos
Pesquisa bibliografica de natureza qualitativa.

Resultados e discussao

Considere o  sistema (1) e denote o campo vetorial associado a este sistema por
—( (y—x) Cy — Xz, —bZ+Xy). Esse sistema possui um par de equilibrios  simétricos
Q. ( Jbe, ++/bc, ) quando bc>0e Q, = (0 0, 0) para quaisquer valores de parametros. O sistema (1) é
invariante pela mudanga de coordenadas (X, y,z) (— x,—y,z). Assim podemos restringir nossa analise da
estabilidade no equilibrio Q, .

Da andlise linear do sistema (1) em Q, temos o seguinte Teorema.
: . . 3 (a+b)
Teorema 1. Considere o sistema (1) Seja a reta / = (a,b,c)e IR:a=#0,b=2a,c=c, = T . Se

(a,b,c) el,e c, >0 (respectivamente C. < 0) entdo a matriz Jacobiana de y em Q, possui um autovalor real
negativo (respectivamente positivo) e um par de autovalores imaginarios puros. Além disso,
1(a,b,c)5 ,(a,b, C) ,(a,b, C) =0, onde I;,1, e I, denotam os 1°, 2° e 3° coeficientes de Lyapunov em

Q..

Em [2] aparece a seguinte conjectura.

Conjectura. Considere o sistema (1) . Para valores de parametrosem ¢ os equilibrios correspondentes Q. sio centros

néo-lineares para o fluxo do sistema (1) restrito a uma variedade central local.

Esta questéo esta relacionada com o Problema Foco-Centro do sistema de Lii para os valores de parametros em
/. Resultados foram estudados em [1] , 05 quais deram respostas afirmativas a Conjectura acima.
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Teorema 2. Para parametros em /, o sistema de L (1) possui uma familia de superficies algébricas invariantes
F,7(0), onde F,(X,y,2)=4x? —4xz + 22 —24az. Além disso, a variedade central local W < F,(0) e o
fluxo do sistema restritoa F, (0) possui um centro em Q, .

Demonstracdo. O sistema (1) é invariante pela involucéo (X, Y, Z) - (— X,—Y, Z), logo vamos restringir nossa
analise no equilibrio Q, . Para valores dos pardmetros em /, o sistema (1) possui 0 ponto de equilibrio Q, néo

hiperbélico. Pelo Teorema da Variedade Central, existe uma variedade invariante bidimensional W € numa vizinhanca
de Q. que é tangente ao auto espaco central em Q, e contém todo o comportamento recorrente local do sistema. Ao

transladarmos o equilibrio Q, para a origem, fazendo uma mudanga linear de coordenadas e um reescalonamento no
tempo, o sistema (1) pode ser escrito da seguinte forma

= P,(X,y,2) = 24/2ay + 4x? + 42xy — 242yz - 22,
y = P,(x,y,2) = —24+2ax—16+/2x? —8xy — 6+/2xz + 4yz + 7227, (2)
2= P,(x,y,2) = —48az +8x% +82xy — 4/2yz - 272,

Para o sistema (2) existe exatamente uma superficie algébrica invariante
F.(x,y,2)=4x* —4xz +2* —24az=0. (3)

Pois, é facil ver que w F, =x F,, onde w(x,y,2)=(P(x ¥,2),P,(X¥,2), P,(X,y,2)) ¢ o campo vetorial
associado ao sistema (2) e K‘(X, Y, Z)= —48a , é o cofator da superficie algébrica invariante F, =0. E ainda,
F.(0,00)=0 e VF,(0,0,0)=(0,0,-24a), com a 0. Assim, a superficie invariante dada por (3) contém o
equilibrio e é tangente ao auto espago central, plano XY, na origem. Portanto, numa vizinhanga da origem, existe a
variedade central local W © < Faf1 (0) Note que a superficie algébrica invariante € quadraticaem Z . Logo, resolvendo
(3) em fungdo de Z, encontraremos duas solugdes, porém apenas uma delas satisfaz o equilibrio Q, que agora esta na

origem. Assim, substituindo esta solucdo nas duas primeiras equacBes de (2) obtemos o seguinte sistema em
coordenadas locais

X = —288a* — 96ax + 96a,/3a(3a + x) +16x,/3a(3a + x) + 8y./6a(3a + x),

y = 2016~/2a’ +576+/2ax + 48ay — 672a,/6a(3a + x) —88x,/6a(3a + x) —16y./3a(3a + X),

o qual ndo é invariante pela involucdo (X, y,t) - (— X,—y,—t). Fagamos a mudanga de coordenadas
2 2
{u =12ax+36a°,
y=1y

a qual é vélida numa vizinhanga da origem e muda o equilibrio de interesse para (u, y)= (6| a| ) O), com a=0.

Transladando novamente o equilibrio para a origem e fazendo o reescalonamento no tempo t — 3at , obtemos o sistema

u =72v2a’y +12au?,
y = —72+/2a%u - 54+/2au’ - 24auy - 11v/2u°.
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Unimontes

Mas, este sistema é Hamiltoniano com fungéo Hamiltoniana
H(u,y)= —\/5(36a2u2 +18au® +1741u4j —12au’y —36+/2a2y?.

E isto finda a prova do teorema, e confirma que a Conjectura é verdadeira. Portanto, o equilibrio na origem, o qual poderia
ser um foco ou um centro, é de fato um centro.

Considerac6es finais

(i) Note que a variedade central local é uma superficie algébrica regrada, a qual pode ser escrita explicitamente. Além
disso, ela contém ambos os equilibrios Q. e é Ginica no espaco de estado. Veja Figura 1 .

(ii) Como consequéncia do Teorema do Centro de Lyapunov, o sistema de Lii, admite uma integral primeira analitica
numa vizinhanca de Q. , embora ela e o seu dominio de defini¢ao ainda ndo sdo conhecidos explicitamente.

Concluséo

Neste trabalho, mostramos a existéncia de centros sobre uma variedade central dos equilibrios Q. do sistema

de L (l) Esse sistema restrito a uma variedade central W © é um sistema Hamiltoniano, donde concluimos que o
equilibrio na origem, o qual poderia ser um foco ou um centro, é de fato um centro.
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Figura 1. Retrato de fase sobre a superficie regrada invariante, a qual contém a variedade central em Q L€ Q_ . Figura proveniente

da referéncia [l] .



